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概 要 
リーマン幾何において、曲率は重要な役割を果たす。特にガウス・ボンネの定理は、滑らかな閉
多様体の位相幾何的な不変量であるオイラー数とガウス曲率との関係を示す基礎的な性質として
知られている。さらにリッチ曲率はリーマン多様体の幾何的な解析に用いられており、リッチ曲率
が正または下に有界な多様体に対して様々な結果が知られている。リッチ曲率の解析において、曲
率テンソルと滑らかな微分形式上のホッジ・ラプラシアンとの関係を与えるボホナー・ワイツェン
ベックの公式はとても有用であり、この公式から多くの重要な結果が得られている。 
滑らかな空間だけでなく、グラフやセル複体などの離散的な空間上でリッチ曲率を定義する研究
が近年活発になされている。グラフ上でリッチ曲率を定義する際に、ラプラシアンは滑らかな多様
体と多くの類似点を持っているため、非常に有用である。実際、グラフに対して、ボホナー・ワイ
ツェンベックの公式から導かれるΓカリキュラスを用いて、リッチ曲率の下からの有界性を定義す
る研究などがある。また、オリビエが距離空間上のマルコフ鎖に粗リッチ曲率を定義したことを用
いて、リンとリウとヤウがグラフ上の粗リッチ曲率を考えている。このグラフ上の粗リッチ曲率は、
グラフ上の確率測度間のワッサーシュタイン距離を用いて定義しており、そのリッチ曲率をここで
は LLY リッチ曲率と呼ぶことにする。この LLY リッチ曲率ではグラフの直積やエルデシュ・レニー
のランダムグラフなどに関するいくつかの性質が示されている。 
一方、組み合わせ論的な対象としてセル複体は多くの研究に応用がなされている。近年の研究で
はフォアマンがセル複体でいくつかの微分幾何の学的理論を構成し、『組み合わせ論的微分幾何』
とよんでいる。特に離散モース理論では、なめらかな多様体と同様に、臨界セルと位相幾何的な不
変量との関係性を示している。ここでの関数はセルの集合上の関数を考えており、モース関数の定
義はセルの個数と言った組み合わせ論的な形式で定義される。この理論は応用数学やコンピュータ
ーサイエンスなど様々な分野で応用されている。フォアマンはさらに離散的なベクトル場や力学系
を考え、ポアンカレ・ホップの公式や強モース不等式なども証明している。それに基づき、離散モ
ース理論の拡張である離散ノビコフ・モース理論が導入され、その中でセル複体上の離散的な微分
形式が定義された。この微分形式はコチェインとしてはでなく、セル複体上の鎖上の線形写像とし
て定義される。 
セル複体上の曲率も、様々な方法で定義を考察されてきた。フォアマンはセル複体のコチェイン
に対してボホナー・ワイツェンベックの公式を考えることで曲率関数を考え、一次元のコチェイン
に対する曲率関数がリッチ曲率を意味すると考えた。この曲率に対し、ボホナーの定理やマイヤー
スの定理などが証明されているが、ガウス・ボンネの定理は成り立たないことが示されている。 
この論文では新たな組み合わせ論的リッチ曲率の定義を導入する。この曲率はセル複体上の微分
形式に対しボホナー・ワイツェンベックの公式を考えることで定義される。ボホナー・ワイツェン
ベックの公式を構成するために、組み合わせ論的微分形式に対して L2内積を導入し、それを用いて
ラプラシアンを定義する。またその微分形式の双対として組み合わせ論的ベクトル場も定義するこ
とができ、その性質もいくつか紹介する。さらに、共変微分の定義が必要であるが、それは平行な
ベクトルとの差分を取ることによって定義される。特に、重さが一定であるセル複体に対してリッ
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チ曲率は平行なベクトルを数えるという組み合わせ論的な計算によって導かれることがわかり、こ
の式によってこのリッチ曲率はセルの周辺の構造によって定まるということがわかる。この論文で
は、グラフ、または閉曲面を分割したようなセル複体に対して、ガウス・ボンネの定理が成立する
ことを示す。頂点(あるいは面)に対する単位ベクトルを考えると、そのリッチ曲率は単位ベクトル
に依らず、その値をガウス曲率と定義する。すると、そのガウス曲率の和を取ることで元のセル複
体のオイラー数が現れる。 
また、このリッチ曲率に対して、フォアマンと同じ方法を用いることで、マイヤースの定理が成
り立つことも示す。この証明の為に、セル複体上の組み合わせ論的なヤコビ場を導入する。ヤコビ
場はベクトルに接着するベクトル面の集合として定義され、このヤコビ場を最短路に沿って数える
ことでセル複体の直径の評価を得ることができる。 
セル複体に対して、セルの集合を頂点の集合と対応させ、ベクトルの集合を辺の集合と対応させ
ることで、グラフが構成される。この論文ではセル複体上の組み合わせ論的リッチ曲率と、それに
対応するグラフ上の LLYリッチ曲率との関係についても述べる。この関係性の応用として、マイヤ
ースの定理や、固有値の評価が得られる。 
この論文は次のように構成される。 
チャプター2 ではセル複体についての基本的な性質と記述法について述べる。特に CW複体や正則
複体の定義を述べ、これらの性質は定理の証明に重要な役割を果たす。セクション 2.3 ではセルの
鎖複体について述べるが、この性質は組み合わせ論的微分形式の定義で用いられる。 
チャプター３では正則複体に組み合わせ論的微分形式の定義を導入し、いくつかの性質を述べる。
セルの鎖複体に内積が定まっているとき、組み合わせ論的微分形式に L2内積を導入することができ、
その内積からラプラシアンが定まる。セクション 3.2 ではラプラシアンを作用させて 0になる調和
1形式の性質を述べる。これはカラビの定理の一端にあたる。セクション 3.3 では組み合わせ論的
ベクトル場を定義し、いくつかの性質を述べる。 
チャプター4では組み合わせ論的リッチ曲率の定義し、ガウス・ボンネの定理を証明する。まず、
平行なベクトルを定義した上で、ボホナー・ワイツェンベックの公式を構成する。その後、組み合
わせ論的リッチ曲率の計算をするとともに、いくつかの例を紹介する。ガウス・ボンネの定理
( Theorem 1.0.1 and 1.0.2）の証明はセクション 4.2 で行う。 
チャプター5では組み合わせ論的リッチ曲率に対するマイヤース型の定理を紹介する。ヤコビ場
をセクション 5.1で導入し、唯一性などの性質を述べる。定理の証明はセクション 5.2で行われる。 
チャプター6では LLYリッチ曲率と組み合わせ論的リッチ曲率との関係について述べる。セクシ
ョン 6.1ではセル複体上の LLYリッチ曲率について述べ、セクション 6.2にてその関係式の詳細を
記す。セクション 6.3では直径の評価や固有値の評価といった、二つのリッチ曲率の関係性から導
かれる応用例を紹介する。 
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論文審査の結果の要旨 
 
 渡邊一義氏の博士論文では，CW 複体の組み合わせ論的な微分幾何を研究した．R. Forman は
CW 複体上で組み合わせ論的な微分形式の概念を定義し，CW 複体の微分位相幾何学的な研究を行
った．具体的には，p次微分形式はチェイン複体の間の線形写像で，次数を p だけ下げるものと
して定義される．渡邊氏はこれを用いて，新しいリッチ曲率の概念を CW 複体上に組み合わせ論
的に定義した．彼のアイディアは，ベクトル場，ラプラシアン，共変微分を自然に組み合わせ論
的に定義し，上記微分形式と併せて Bochner公式をたて，その曲率項にあたる部分として，リッ
チ曲率を定義するものである．彼はこのリッチ曲率をグラフ（1 次元単体複体）と 2次元多様体
の多面体分割上で考え，リッチ曲率の総和がオイラー標数と一致するという，ガウス・ボンネ型
の定理を証明した．この結果は東北数学雑誌に掲載予定となっている．先行研究として，Forman
もリッチ曲率の概念を定義しているが，こちらはガウス・ボンネ型の定理を満たさない．また，
McCmick は，ガウス・ボンネの定理を満たすようなある種の曲率を CW 複体上に定義したが，こ
れは多面体の角度などを用いた定義であり，純粋な組み合わせ論的なものではない．渡邊氏が定
義したリッチ曲率はこの意味で最も優れたものであると言える． 
 さらに，彼は CW 複体から自然に構成されるグラフを考えた．これは，各セルを頂点とし，隣
接する（片方がもう一方の面となっている）セル同士を辺で結んで得られる．このとき，CW 複
体のリッチ曲率とグラフのコース・リッチ曲率との間にある公式（等式）が成り立つことを示し
た．ここにグラフのコース・リッチ曲率は Ollivier のアイディアを元に Lin-Lu-Yau が定義した
ものであり，最適輸送理論を用いて定義される．この応用として，CW 複体のリッチ曲率の下限
を用いて直径およびラプラシアンの非ゼロ第一固有値の評価を得た． 
 これら一連の結果は極めて独創的かつ興味深いものであり，学術的に価値の高いものであると
認められる．これは渡邊一義氏が自立して研究活動を行うに必要な高度な研究能力と学識を有す
ることを示している．したがって，渡邊一義氏提出の博士論文は，博士（理学）の学位論文とし
て合格と認める． 
